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1. RAPPEL SUR I.E THEOREME DE WHITNEY

Soit iii un pave compact de ~11, et IF C iii un sous-espace compact; ;J;;m(Rn)
designe l'espace des polynomes a coefficients reels, a n indeterminees, de
degre :c;; 111.

Un champ de polynomes (d'ordre til) A f->- PA defini sur IF est une applica­
tion de IF dans q;m(R").

Par exemple, etant don nee une fonction de classe em, definie sur iii,
associons a chaque point A E IF Ie polynome de Taylor TAJ de.l; en A,
d'ordre "S:; m. L'application A f->- TAJ s'appelle Ie champ de polynomes
induit parI sur u:.

Inversement, on peut se demander a quelles conditions un champ de
polynomes A f->- P A est induit par une fonction de classe cm. On dira alors
que P A est prolongeable en une fonctian de classe CIII, au encore que Ie
champ P A est taylorien.

THEOREME (cL Whitney [10] au Glaeser [3]). Une condition necessaire et
suffisante pour que Ie champ A f->- PA soit taylorien est qu'il existe un module
de continuite (concave) w tel que les inegalites suivantes soient ver(fiees, pour
tout couple (A, B) E IF X IF. (I;' II designe la distance euclidiel1ne, k =

(k1 , k" ,... , k n ) est un multi-indice tel que I k ! =co k1 + k" + ... -+ k n < m)

L'espace des champs tayloriens d'ordre 111, defmi sur IF, est l'algebre de
Whitney, W"'(IF), que l'on peut identifier au quotient de l'espace des fonc-
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tions lIl-fois continument derivablcs C"'( IK) par rideal 1"i( ~) des fonctions
Ill-plates sur IF. On peut munir WfIl(lF) de la norme du quotient C"'(IK)jJIII(IF).
pour laquelle c'est un espace complet: la norme d'un champ taylorien j) est
egale a]a borne inferieure des normes (au sens de C!II(IK) des prolongements
P de j).

Le caleul de la norme de P necessiterait donc que ron sache prolonger Ie
champ taylorien P.

Mais il existe d'autres normes sur WU'(IF), equivalentes ala nonne quotient,
qui peuvent se calculer en utilisant uniquement les valeurs de P sur IF, inde­
pendamment de tout prolongement (cf. Glaeser [3] OU une telle norme est
notee , et Coatmelec [1]).

THEOREME (cf. Glaeser [3]). 11 existe deux constantes T 1 er T 2 ne depen­
dant que dt; IK, de 11 et m, telles que tout champ taylorien Padmette UI1 pro­
IOl1gement P (obtenu al'aide d'ul1 prolongateur lineaire continu) tel que;

(1)

et que si Ie module de continuite qui figure dans les /ormules (W,J est w,
les derivees partielles m-ii!tne de P admettent T2 • w coml11e module de
continuite.

2. POSITION DV PROBLEME

On n'a malheureusement aucune idee de l'ordre de grandeur des constantes
T1 et T 2 , ce qui est facheux du point de vue de l'analyse numerique.

On se propose donc de trouver une autre norme sur wm(lF) que nous note­
rons )).((~ et qui satisfera aux deux conditions suivantes:

(a) ))p((~ se calculera en utilisant uniquement les valeurs de P et de
ses derivees sur IF, prealablement a tout prolongement.

(b) La formule (1) est remplacee par;

))I\(:;! 3(m + 1)2 ))P((;" (2)

Les constantes qui jouent Ie meme role que T 1 et T z sont egales a 3(m+- 1)2
toutes les deux.

Nous resolvons ce probleme dans Ie cas des fonctions d'une variable.
La decouverte de Ia definition de )).((~, , resulte d'une etude fine du cas

OU IF se reduit a deux points a et b, completant un article de Favard [2].
lnsistons sur Ie fait que Ie present travail n'aurait probablement pas pu

etre pousse, si chaque conjecture n'avait pas ete examinee experimentale­
mem, grace ,I des essais numeriques effectues au laboratoire de Calcul
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Numerique (cL Louboutin [6]), avant d'etre demontree. Les ordinateurs
electroniques permettent de "faire des figures," aptes a guider l'intuition,
dans des cas (dependants de trop de parametres) Oll Ie dessin dans 1R2 ne
suffit pas.

3. LE PROBLEME D'INTERPOLATlON EXTREMALE DE FAVARO

Etant donnes deux nombres reels a et b (a .< b) et un ensemble de deux
polynomes P = {Pa , Pb] de degre m, il existe de nombreuses fanctions.r
de classe Cm et admettant en outre une derivee III -+ 1 appartenant a. L"'[a, b]
(nous dirons quefE c",m[a, b)) telles que:

Taf = Pa et (3)

On se propose de resoudre Ie probleme d'interpolation (3) de faGon a rendre
minimale la norme II pm Il):lv') .

Ce probleme a ete etudie par Favard [2]: notre probleme est plus particu­
lier, car nous n'envisageons que deux nceuds d'interpolation {a} et (b}, mais,
en revanche, notre expose pretend elucider des aspects qui n'apparaissent
pas explicitement dans l'article cite.

La solution s'obtient sous forme de splines anceuds non imposes. Le pro­
bleme est susceptible d'un traitement sur ordinateur (cf. Louboutin [6)).

Variante de la formule de Taylor

SifE c.fil/[a, b] on peut ecrire:

,I, (x - t)/i'
Tof(x) - ToI(x) = I ~ , -fim+ll(t) dt

'u m. -

et aussi:

T kf:(X) _ T I'fi(x) = I'li (x - 1)",-1, flill,-ll(t) dt
I,}'- a. - '(1 (m - k)! .

(4)

(5)

ou Tok! designe Ie polynome de Taylor de degre (m - k) de jUdex) au point b.
La relation (4) montre que la donnee d'une fonction cp E L"'[a, b] ne deter­

mine Ie champ taylorien biponctuel {Td, T"f}(fE C"'rti[a, b] telle que
fiil/~l)(t) = <pet)) qu'a. un polyn6me de degre m pres, c'est-a.-dire que (p

determine l'element associe a (To,f, ToI) dans Ie quotient

ou L1 designe la diagonale, c'est-a.-dire I'espace des couples de polynomes
egaux.
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WnI{a, h} est un espaee veetoriel de dimension III T I dont tout element
admet un representant de la forme (0, P), qui sera note P.

Son dual (Wm{a, h})' est un espaee veetoriel de dimension Ill·· l, done
isomorphe it :JjJIIi(R). Le theoreme suivant deerit explieitement un tel iso­
morphisme.

THEORE\1E. A touteIorme Iineaire L de (WIIi{a, hi)' 011 peut associer hijec­
tivement UII polynome L(t) Ej'JnI(lH) tel que si P E WnI{a, b} on ait:

111-

(L, P> .•.~ ~ (-I), l>'(b) p(m-i'(b).
i=O

Demonstration. L'applieation <P:

j'Jm(lH) -+ (T1/ m {a. b})'

[ ~+ rL : P e-->-I (-I)i Di'(b) p(m-i'(b)]
l !=o

(6)

est lineaire et injective puisque si L == ° on voit en ehoisissant Pi(t) =
«t - b)m-ij(m 0) que

DiJ(b) = ° pour i = 0, I.... , m et done L(t) = O.

<P est done un isomorphisme puisque les deux espaees ont la meme dimension.

COROLLAJRE. SifE C"m[a, b] et L E (T·l!ii'la, bi)' 011 a:

",b

(L, T1J -. Tal = / [(t)fI'" li(t) dt
."

Demonstration.

ou L =. <p(L). (7)

(L, TIJ~ T,J = I (-I)' [(;)(b)[T,~m-;)f(b) - T;;'-j(b)].
i=t)

Mais la relation (5) s'eerit:

,I) (b t)i
T;,n .. if(b) - r;,-ifCb) =c I --.~- {(m .1I(t) dt

( . - ~ /} {! .

et done:

(L, T/)I - T,J> ./) l'" - (t b)1 J
= I fllli-i-]'(t) I Lli'(b) ---'1""-- dt

.. (I i-I) 1.

./)

~~ I flm J1J(t) Let) dt.
~ (/
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Probleme de Favard
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On munit (~r!/fI{a, bD' de la norme suivante: si L E UVfII{a, bi)' on pose:

L
1,IJ _

= ----- J 'L(t)l dt.
b - a u

Sif E Coc"'[a, b] est un prolongement quelconque du champ taylorien donne
P =: Po . PIJ} l'inegalite de Holder et la relation (7) permettent d'ecrire:

(b - a) !i L (8)

Sur rV"I{a, b} la norme duale de la precedente est detlnie par: 51

7T(P) E W"'{a, b} (on note 7T la projection de WJJI{a, b] sur WJJI{a, bi)

(9)

La sphere ti L la,b = I est l'ensemble compact des vecteurs de norme I
d'un espace vectoriel de dimension finie par suite si P est donne il existe au
moins un Lo E (WfII{a, bi)' tel que

et

(il peut effectivement en exister pJusieurs, cf. Louboutin [6, chapitre \lID.
Pour tout prolongement f E Coc '" [a, b] de P on aura alors:

(10)

Montrons que (10) n'est une egalite que pour une seule fonction
fE C"'[a, bl, qui resoudra ainsi Ie probleme pose.

Pour cela on utilise Ie lemme.

LEMME. Par chaque point 1\.0 de la sphere unite de (WfII{a, b})' ne passe
qu'un seul hyperplan d'appui qui est l'ensemble des I\. tels que:

, bI A(t) ljJ(t) dt = b - a
~ a

ou <f(t) = sgn Ait). (11 )

Demonstration. L'egalite (II) definit bien un hyperplan contenant 1\.0

puisque

rb
Ao(r) ljJ(t) dt = (I Ao(r)Idt = 1\.0

W(t ~a

(b - a) == b -- a.
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C'est un hyperplan d'appui car d'apres l'inegalite de Holder

b-a
.h

j i AU)! dt
."

(b -- a) A ,I) et donc A L

L'unicite provient du fait que fIoU) etant un polynome non nul I'ensemble
de ses zeros est fini et la fonction sgn A;lt) est la seule fonction if; E L 0') [a, b]

telle que

et
,!J.bI AoU) if;U) = I AoU), dt.

.',} ~/l

Remarque. Un ensemble convexe est dit "lisse" si chaque point extremal
n'est contenu que dans un seul hyperplan d'appui: un polyedre n'est jamais
lisse: il comprend des pointes. Un cylindre circulaire droit complete par
deux demi-boules est lisse). La propri6te essentielle de la norme ))'((;;'b,
qui assure Ie succes de la methode, est de fournir une boule unite lisse.

DEFINITIONS. On appelle spline de degre III et d'ordre k une fonction de
CX)111[a, b] dont la derivee (m --l-- I)ieme est une fonction etagee presentant
exactement k discontinuites dans I'intervalle la, b[ (cf. Schoenberg [9]).

Une spline parfaite est une spline dont l'ordre est inferieur au egal au
degre et dont la derivee (m +- I)ieme a une valeur absolue constante,

THEOREME. La solution du probli:me extrernal de Favard est unique. Elle
est realisee par une spline par(aite dont la derivee m +- lihue a pOllr valellr
absolue:

h

Demonstration. L'hyperplan

contient Lo et si L E H on a: <L/ L o ,/,' P" - Po <Lo , Pi' Po et donc
Ii L lioo 1 ainsi H est un hyperplan d'appui.

Le lemme precedent montre qu'il existe une fonction if; E Ce[a, b] telle
que ifi 1 et que \iL E H on ait:

rL(t) if;(t) 12 7T(!-»(C:,) dt,
'" b - a

(12)

Mais comme I'hyperplan H ne contient pas l'origine, (12) est verifiee pour
toute forme lineaire sur W"':a. b:.
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La fonctionf E Coom[a, b] definie par:

f(x) = P (x) + J'x (x --- t)m !f;(t) ))1T(P)(G~b dt
< a "Ill! b - a
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est une spline parfaite de degre m, de derivee III + l-ieme constante en valeur
absolue, ayant au plus m discontinuites (aux zeros du polyn6me LoU)) et
telle que:

donc realisant l'egalite (10). Entin Taf(x) = P,lx) et si k = 0, 1" .. , m:

ce qui peut s'ecrire en utilisant (12):

Remarque. ]J resulte de ceite analyse que si deux polyn6mes L1 et L2

ont les memes zeros avec des ordres de meme parite dans [a, b] et si
L1 1iL

1
== II L2 11L

1
= I a -=- b :, ils sont situes dans une meme facette de la

boule unite du dual de liVm{a, b}.

Application. M. Louboutin [7] a trait6 I'exemple suivant perrnettant de
construire une partition de ['unite optimale constituee de fonctionst; EO Coon[R]
te1les que: si (a i) d6signe une suite de points de IR (croissante)

fi(a,) = 1.

f~h\a;) = 0 pour k = I, ... , 11,

Pour cela il utilise Ie theoreme precedent et un theoreme de Zolotareff
qui permettent de montrer que la fonction f E Coon[a, b] telle que: f(a) = 1,
feb) = 0, f(;)(a) = f(i)(b) = 0 pour i = 1, ... , n et te1le que I' fln+l)!!uD[a,b]
soit minimum est donnee par:

r
x 4" -

f(x) = 1 - (t - x)" -(I-=- )n+l sign T~+l(t) dt
'(I ) a
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designe la derivee du polynome de Tchebichef de degre n
I'intervalle [a, b], avec:

I rapporte a

'I j(1I 1) I".b]
4" n!

(b . a)n~]

Signalons que Louboutin a devine la constante 4" >< I/! par calculs sur
ordinateur plusieurs mois avant de trouver une demonstration.

4. LE PROBLEME D'INTERPOLATlON EXTREMALE DE SCHOENBERG

Tout ce qui vient d'etre dit se transpose a l'espace des fonctions de c1asse
em dont la derivee In + heme appartient a ILlJ .

Dans Ie cas p = 2, on trouve un resultat de Schoenberg (dans Ie cas parti­
culier des nreuds confondus en a et b).

THEOREME. La solution du probleme de Schoenberg est unique: c'est Ie
polynome d'interpolation au sens de Hermite.

Indiquons simplement que Ie role de la fonction if; est joue ici par Ie
polynome L o lui-meme

La boule unite du dual de WII/{a, b} muni de la norme deduite de ILz sur les
polynomes est plus simple que dans Ie cas de Favard. Cette boule n'est pas
seulement Iisse, mais chaque facette est reduite a un point: en fait c'est un
ellipsoide, dont les axes correspondent aux polynomes de Legendre.

5. PROLONGEMENT EXTREMAL DES CHAMPS TAYLORIE:"S

Soit IF un compact de IR et II< l'enveloppe convexe de IF.

DEFINITION. On appelle prolongement extremal d'un champ P ~ wm{lF]
une fonction P qui prend la valeur P(a) = P,,(a) en tout point de IF et dont
la restriction a tout intervalle contigu it IF (c'est-a-dire tel que:
[a, b] n IF = {a, b}) est la spline parfaite realisant Ie prolongement extremal
du champ {Pa , Fb } entre a et b.

Posons: »P«(~' = SUPa,bEf»P(C;;~b au Ie second membre est calcule comme
au paragraphe III apartir de l'image de P dans W"'{a, b}.
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THEOREME. Une condition necessaire et s~dfisantepour qU'un champ P soit
taylorien est qu'i! existe un mobule de continuite w(x) tel que a, b E IF X IF
on ait: si a < b

))P(C',b web - a).

Le prolongement extremal P verifie alors:

(13)

))p«~ ~-:; 3(m (14)

et P abmet un m-module de continuite egal a3(m --'-- 1)2W(x/3).

Demonstration. La condition enoncee est necessaire car si g est un pro-
longement E Crum(lK) on a: ))P«~',b (b ~ a) I, g(JlI+1l II Lcc [a.b] et done w(x) =

x. I, glrntl)!uXO[O,X] convient.
Elle est suffisante car plus fine que les conditions (Wl ) du theoreme de

Whitney: la relation (13) s'ecrit: i<L, P" - Pa>! < \' L w(b- a). En
choisissant alors L associe au polynome L(t) = (b -~ t)m-!/(m - k)! et en
utilisant la relation (6) on trouve:

(b - ayn-I: web - a).

Pour etablir Ie theoreme on utilisera les lemmes suivants.

LEMME 1. Pour tout polynome P E qJm(lR) on a:

(m \- IF .b
max !, P(t)\ :( -b"--- j I P(t)i dt
te[a,b] - a . a

(cf. aussi [8]).

DCtnonstration. II suffit de l'etablir pour a = -I, b = 1.
Soient P1 , P1 ... Pn les polynomes de Legendre relatifs a l'intervalle

[-~ L +1] tels que: PJ,{I) = 1. Alors: maxfE[-l.l]: Pk(t)' = 1 pour k =

0.1, ....
Le noyau K(x, y) = L~~o (2k + 1)/2· Pl(x) Pk(y) verifie: pour tout

P E :JjJm(R)
.1

P(x) = I K(x, y) P(y) dy
.' -1

et done:
.1

max I P(x) I :( max I K(x, y)1 I 1pet)! dt
XE[-l,l] , x,YE[-l,l] ._[

Tn

:( I (2k + 1)/2 = (m -+- 1)2/2.
k~O
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LEMME 2. Soient a < x < y b des reels et un champ taylorien
P E W1H{a, x, y, b}. Alors on a:

(m

Demonstration. Soit g Ie prolongement extremal du champ P: c'est une
fonction spline telle que Ig("'Tl)Ct): soit constante dans chacun des intervalles
[a, x], [x, y] et [y, b] et ait pour valeur respective dans chacun d'eux:

donc

__I - »P(C" x -~- »p(CII
,

x -- a a. "'}' x X.I
et

I
b

I (t/l+1)(t)1 dt c= »P((t/l ~;- »?(('" -i-)')p(('"I g a,x . ,T,Y , Y,b •

"
Mais g realise un prolongement (non necessairement extremal) du champ

{Pa , Pb } et donc d'apres (7) il existe un polynome Lo(t) et que
II LoCt)llV[a,li] = I et que

,,6

»P(C;~b = I Lo(t) g(m+1)(t) dr.
• u

Le Iemme I et J'inegalite de Holder conduisent au resultat.

LEMME 3. Soit J la spline parlaite qui realise Ie prolongement extremal
d'un champ P E W"'{a, b} et soient x et y deux points tels que: a x < y b.
SoU j Ie champ taylorien E W 1H{a, x, y, bJ induit par! Alors:

_~I_ )\/(~C" ~~ __1- )\/,((", = __1_ »P(('t/l
y _ x J}' :r,Y b _ a J} a,1i b _ a a,/'

et

»j(G',IJ We)' --~ x).

Demonstration. Soit g Ie prolongement extremal du champ j E W"'{a, x, y, bJ
alors J= g en effet

j{1iI i-I) L~r[a,;rJ

et des inegalites analogues dans [x, y] et [y, b] donc:

g(m+1)

et done par definition de j on a j = g.
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Or
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) )/,«('" ( ) t'(III1-1) ,
)J' x,y = Y - x. lic"'[x,y]

)),/'«'" = (b - a) ilj'()rl+1)!1 x')' a,b "L [a,b]
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mais I j(m';ll(t)1 est constant dans [a, b] et donc on a l'egalite annoncee,
L'inegalite (13) permet alors d'ecrire:

))(('" ~ y - x b )
. ,X,y ~ b _ a w( - a

et comme west un module de continuite concave, w(t)/t est decroissant, ce
qui acheve Ia demonstration,

Demonstration du theoreme, Soient x et y deux points distincts de II<:.
II existe 4 points a, b, C, d, de IF tels que a x :<::: b "'; e :<::: y :<::: d et que, si
x rf' IF (resp. y rf' IF), [a, b] (resp. [e, dJ) soit un intervalle contigu aIF,
Le lemme 3 entraine:

et les inegalites analogues; utilisant Ie lemme 2 on trouve:

qui est l'inegalite (14).
De meme Ie lemme 2 permet d'ecrire:

))p(C;:,y :<::: (m 'T 1)2 [web - x) 'r' w(e - b) + w(y - e)]

~ 3( '1)2 (V- X)~ 111 T w ,-'-}-

puisque west concave.
Si g designe un prolongement quelconque de classe em .;1 du champ

{P,x, P,y} E Wm{x, y} on a:

plm)(y) - plm)(x) = glm)( y) - glm)(x) = rglm+l)(t) dt
~ x

Mais

r
1/

,1(m+1)(t) dt ,= <L P - P '>
6 '11 x/

'x
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pour la fonctionelle L associee il Lit) et done par definition des normes
utilisees:

I
/'" 'I"~ ll(· ) I ))}"((.','.',.": g' t(t: J

I • ,1'

soit

Remarque. Lorsque Ie module de continuite de (13) est lineaire (i.e ..
wet) = Ct OU C est une constante) 011 a Je resultat plus fort suivant: Ie pro­
longement extremal P satisfait a

C x~· y: pour tout (x, y) EO IK ( IS)

En effet, si x, y, a, b, c, d sont des points disposes comme la demonstration
du theoreme precedent, Ie lemme 3 entraine que:

_1- »P((,"h - x· .r,1i

De plus on a:

c et .. _1_ ))1"(G',
b· y,l c.

__1_ »1"(G',
y - x ,.I

car Ie second membre represente gUll 1 LCiJ[.f,"] au g est Ie prolongement
extremal du champ induit par P surtx, b, c, Yi, ce qui permet de conclure
grace a (10). Le second membre de l'inegalite precedente est majore par C.
ce qui entraine (IS). Ainsi dans ce cas particulier la majoration du m-module
de continuite du prolongement ne fait pas intervenir la constante 3(m 1)2.

THEOREME. Si Ie module de cOl1til1uitc de (13) est lincaire (i . e w(r) .= Ct
ou C est constant), Ie prolongement extremal I' satis(ait a(15)

c .Y'- Y pour tout (x, ,1') E IK

Soient x, .1', a, b, c. d des points disposes comme dans la demonstration du
theoreme precedent. Le lemme 3 entraine que

._ .~I_ »1"((UI.b - x J',O
c, et __.1._ ))1'( (~',

.I' C ,/
c.

De plus, on a:

'y ~ x »p(G~y
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Car Ie second membre represente I! g"lli !'C[x,y] OU g est Ie prolongement
extremal du champ induit par P sur {x, b, c, y} ce qui permet de conclure,
grace it (10). Le second membre de I'inegalite est majore par C ce qui
entraine (15). Ainsi, dans ce cas particulier, la majoration du m-module
de continuite du prolongement ne fait pas intervenir la constante 3(m +- 1)2.

RECONNAISSANCE

Ce travail a ete accompli en 1966, sous Ie contrat D,G.R,S.T. No, 65-FR 206, Une
premiere version est parue sous forme de polycopie dans "Le prolongateur de Whitney"
Rennes 1966, a ete entierement reecrite par Melle A. Seherpereel. Je lui dois, en partieulier
une nouvelle demonstration du lemme I, avec une meilleure constante,
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